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چکیده. در این مقاله به توضیح تفسیر فیزیکی و هندسی مشتق‌گیری و انتگرال‌گیری کسری (یعنی مشتق‌گیری 
و انتگرال‌گیری از مرتبة دلخواه) برای مشتق‌گیری و انتگرال‌گیری کسری ریمان-لیوویل» مشتق‌گیری کسری 


کاپوتو و پتانسیل ریس پرداخته شله: اشگه 


۱ پیش‌گفتار 


برای مشتق‌ها و انتگرال‌های مرتبةٌ صحیح. تفسیرهای فیزیکی و هندسی روشنی وجود دارد که دانستن این 
تعبیرهاء استفاده از ان‌ها برای حل مسائل کاربردی در علوم مختلف را اسان می‌کند. اما در مورد مشتق‌ها و 
انتگرال‌های مرتبة کسری» وضع کمی فرق می‌کند. برای بیش‌تر از سیصد سال, تعبیر فیزیکی و هندسی قابل 
قبولی برای این نوع از مشتق‌گیری و انتگرال‌گیری وجود نداشت. فقدان اين . گواهی بر تشکیل اولین کنفرانس 
بین‌المللی حسابان کسری در سال ۱۹۷۴ در شهر نیوهاون" در ایالات متحده است [۱۳]. اما در این کنفرانس» 


۰ ,268۸33 .صمتای‌صتععهان عمزطانو متامصمط ]۳ 2020 


کلید واژگان. مشتق گیری و انتگرال گیری کسری ریمان-لیوویل.مشتق کاپوتو پتانسیل ریس . 
تاریخ: دریافت ۹۹/۱۰/۲۱ ویرایش ۰۰/۲/۱ پذیرش ۰۰/۲/۱۳ 
ویتفدهمستول: 
ام۲۱۵۷6 ۱۱۵۷ 
۳۴ 


تعبیر فیزیکی و هندسی ۳۵ 
به این سوال پاسخی داده نشد و به همین خاطر کنفرانس دیگری این بار در شهر استرثکلاید" بریتانیا در سال 
۴ برگزار شد [۷]. کنفرانس‌های بعدی نیز که در کشورهای ژاپن و بلغارستان برگزار شدند. نتوانستند برای 
این سوال پاسخ قابل قبولی ارائه دهند ([۱۰[۰]۳) [۶[4]۳]). 

ازآن‌جایی که مشتق‌گیری و انتگرال‌گیری مرتبه‌کسری» تعمیم مشتق‌گیری و انتگرال‌گیری مرتبه صحیح هستند» 
تعبیرهایی که برای مشتق‌گیری و انتگرال‌گیری مرتبةٌ کسری ارائه می‌شود بایستی ارتباط میان مشتق‌گیری 
و انتگرال‌گیری مرتبهةٌ کسری و همتایان صحیحشان را به درستی نشان دهند. چندین محقق و ریاضی‌دان 
تلاش کردند تا مشتق‌ها و انتگرال‌های کسری را به هندسة تعابیر کسری ارتباط دهند و میان اين دو موضوع 
ارتباط برقرار کنند که از جمله آن‌ها می‌توان به تلاش‌های نیگ‌ماتولین" و مشرفی" اشاره کرد ۰)]٩[.]۸[(‏ اما 
روتمن* ثابت کرد که این روش مناسب نیست [۱۳]. یک رویکرد متفاوت برای تفسیر هندسی مشتق‌گیری و 
انتگرال‌گیری کسری برپاية مرتبة ۵-ام توسط بن عدا" پيشنهاد شد [۱] ۰ اما به هر حال صحبت از یک تعبیر 
هندسی قابل پذیرش برای همه کار دشواری است. 

در اين مقاله. یک روش جدید برای پاسخ به این چالش معرفی می‌کنيم. کار خود را با معرفی یک تفسیر 
هندسی برای چندین نوع انتگرال‌گیری مرتبه کسری آغاز می‌کنيم. آن چندین نوع عبارتند از: انتگرال‌گیری 
کسری از سمت چپ و راست ریمان-لیوویل " و پتانسیل ریس 

برهمین اساس» یک تفسیر فیزیکی برای انتگرال‌گیری کسری ریمان-لیوویل برحسب یک محور زمان 
ناهمگن پیشنهاد شده است. علاوه بر آن» یک تعبیر فیزیکی برای مشتق‌گیری کسری ریمان-لیوویل و 
مشتق‌گیری کسری کاپوتو" پیشنهاد می‌دهیم. اما قبل از آن که وارد بحث پیرامون موضوع اصلی مقاله شویم 
لازم است در مورد نمادهای به کار رفته در این مقاله توضیح مختصری ارائه دهیم. 

نماد (180)2,1 به معنای گرفتن مشتق از تابع (2,1)* است. در فرمول‌های مشتق کسری به طور 
معمول انتگرال نیز ظاهر می‌شود. دو اندیس پایین نماد فوق یعنی 4 و *» حدود انتگرال‌گیری را مشخص 
مک ور 0 1 منم ی نو تین را مین کت مه عیزان مان گر فیانت یت حرن 
وجود داشته باشد یعنی مشنق ریمان-لیوویل به کار رفته است. نماد 4 بالا سمت راست نیز مرتبة مشتق 


ر مشخص می‌کند. به عنوان نمونه. نماد 7 این طور خوانده می‌شود: مشتق ریمان-لبوویل تابع 
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۳۶ ح. غلامی چهکند و م. گچ‌پزان 

(۸)2,۶ از 0 تا 2 و از مرتبةٌ ۰0 خوانندگان علاقه‌مند برای اطلاعات بیشتر در این زمینه می‌توانند به [۲] 
۲ توصیف هندسی عملگرهای مرتبةٌ کسری 

۲ مفهوم هندسی عملگرهای مرتبهٌ کسری (انتگرال کسری ازسمت چپ ریمان-لیوویل). در اين 

بخش یک مفهوم هندسی برای عملگر انتگرال ریمان-لیوویل ارائه خواهد شد. عملگر انتگرال ریمان-لیوویل 


(۱.۲() 0 < 1 ۳۳0( -)(۲0۳ / س () 0 
این رابطه را می‌توان به صورت رابطه زیر بازنویسی کرد [ ۱۲ ]: 

( -  (ت‎ (۳ 

که در این رابطه 

۳ 0-0 - کاس - ():» 


( 0:0۳ دارای خواص قابل توجهی می‌باشد. در وأقع ۳۱ 1 و 7 71 در نظر گرفته شود آن‌گاه 
(۳.۲) ۰()ی وکا ع ( )و ع ()مو 


با فرض ثابت بودن # در رابطه (۲۰۲) و برای به دست آوردن تعبیر هندسی از این انتگرال در فضای سه بعدی» 
سه محور عمود بر هم 7 و در نظرگرفته می‌شود. در صفحه (9 ,7) می‌توان دیواره‌ای به ارتفاع متغیر (7) [ 
رسم کرد که لبه بالایی این دیوان یک خم سه بعدی در صفحه ((/) / ,(9:)7 ,7) برای # ک 7 > 0 خواهد بود. 
همان‌طور که در شکل ۱ نشان داده شده است. دیواره‌ی رسم شده در این فضای سه بعدی را می‌توان بر روی دو 
صفحه عمود بر هم از این فضا تصوير کرد. با مشاهده تصویر این دیواره» بر روی این صفحات می‌توان گفت: 


۱ فسیاحخت تصوير این دیواره» بر روی صفحه رم قیاق دهنده‌ی مقدار انتگرال رابطه (۵۰۲) انشت؟ 
1 
(۵.۲) 0 < ۶ (),۳(۵9) / رن 
0 
۲ مساحت تصویر این دیواره بر روی صفحه (/ ,۰)0 مقدار انتگرال رابطه (۲۰۳) یا همان مقدار انتگرال 
کشرز (۱.۲ ر تشان خواهد داد. به غبارت دیگر دیواره‌ی تعریف شده. دو سایه ایحاد خواهد 


کرد. اولین سایه بر روی صفحه (,7) ایجاد می‌شود که همان تعریف مشهور سطح زير منحنی تابع 


تعبیر فیزیکی و هندسی ۳۷ 
شده بر روی (,۰)0 مفهوم هندسی انتگرال مرتبه کسری رابطه (۱۰۳) برای یک نقطه ثابت 7 خواهد 


بود. 


1 
0 0 1 


شکل ۱: تابع (7)] و تصویر آن بر صفحات ( ,) و (,9) 


اگر 1 <- 6 . آن‌گاه 7 < (9:)7 و هر دو تصویر مساوی خواهد بود. این موضوع به این معنی 
اسسفا که انتگرال ممیولی زمرت منت آزچیدگاه هفدسی حالف مخاضی از انتگزال مرقبه کنبزتن 
رتبانتلرویل انست+ حال‌سوال ان است که گر #تضیر کته چه حالتی رخ غراهد داد؟ گر تیار 
7 تغییر کند» دیواره تعریف شده فر قسعت قیل تنه همومان با آن تغیی خوآهد کرد برای تشان دادن 
این موضوع می‌توان به شکل ۲ توجه کرد. تغییرات به وجود آمده در دیوار» بر تصویر آن در صفحه 
(] ,0) تاثیر داشته و به طور همزمان آن را تغییر خواهد داد. بنابراین در اين حالت با مفهوم هندسی 
دینامیکی انتگرال کسری برای یک تابع با متغیر #» روبه‌رو خواهیم بود. 


ری کی 10۷ 

(۷ع) (- ۶ نج - 7:۶0 
که می‌توانیم (۶۰۳) را به صورت زير بازنویسی کنیم [۱۲] 

۳۳ ۱۳ | - (7:۶0, 
۸۱ ای م۸ 


1 )۵ +1( 


۳/۸ ‌ غلامی چهکند وم گچپزان 


10 0 


شکل ۲: فرآیند تغییر دیواره برای (0) 01 با 0.75  <‏ 


با تغییر کران پایین در انتگرال (۷.۲) دیواره تعریف شده در قسمت قبل نیز همزمان با آن تغییر خواهد کرد. 
تغییرات به وجود آمده در دیواره بر تصویر آن در صفحه‌های (/ ,0) و ( ,7) به ترتیب نشان دهنده انتگرال 
کسری از سمت راست ریمان-لیوویل و انتگرال معمولی ( مرتبه صحیح) می‌باشد. 


شک 2۲ قراتق تقتیر فیوازه رای زو لوا و 0 ین 


نکتة مهم دیگر آن است که شکل هندسی حاصل از فرآیند تغییر دیواره برای انتگرال‌های چپ و راست ریمان- 
لیوویل دارای تقارن می باشد اما این تقارن به معنی تقارن داشتن شکل نسبت به محور خاصی نمی‌باشد. 


تعبیر فیزیکی و هندسی ۳۹ 


(۵.۷) ۵ - 7 |( (هز سب 1 

با کمی دقت متوجه می‌شویم که رابطه )٩۰۲(‏ با مجموع انتگرال‌های چپ و راست ریمان-لیوویل برابر می‌باشد 
دغتی 

(۱۰۰۲) ۳( ج)( هرد سب + 07 (7- 06( اج ۰( ان 
پتانسیل ریس را می‌توان به صورت زیر بازنویسی نمود [۱۲]: 

01 0-0 1) (۳۲ )۱۱۰۲( 

که.ذر آن 

۳) ( 0 )۱۲۰۱( 


شکل دیواره متناظر با پتانسیل ریس به وسیله تابع (7:)7 توصیف می‌شود. در این حالت دیواره شامل دو 
قسمت است یکی برای 7 > 7 > 0 که متناظر با انتگرال چپ ریمان-لیوویل است و دیگری برای ۷ > ۲ > ۶ 
که متناظر با انتگرال راست ریمان-لیوویل می‌باشد. 

شکل ۴ از کنار هم قرار دادن شکل‌های ۲ و ۲ به دست آمده است که یک تعبیر هندسی برای (۱۰۰۲) است. 
تصویر این دیواره روی صفحه ( ,0) نشان‌دهنده‌ی پتانسیل ریس ذکر شده در )٩۰۳(‏ است. در حالی که تصویر 
آن در (,7) نشان‌دهنده‌ی انتگرال معمولی (مرتبه صحیح) است: 


۳ ۷ 


از جمله کا ریزدهای بتا تسیل ونس ام وان به اساهه از آن‌ربر سثل‌سازی رسای ششک از قبیا سک اشار: 
نمود. . که در آن‌ها از ای سرت وس ی نی مشتق زمانی آن یعنی ::»» ضرأیب معکوس 
وابسته به مکان مانند جرج در نظر گرفته می‌شود. اين مسئله را می‌توان تبدیل به یک معادله انتگرال فردهلم 
سه‌بعدی از نوع اول ِ عملگر انتگرالی آن همان پتانسیل‌ریس می‌باشد [۵]. 

۲ تعبیر فبزیکی مشتق کسری ریمان-لپوویل. در بخش قبل مفهوم هشسی انتگرال مرته کسری با 
اضافه کردن یک رم ((9:)7) به صفحه ((۳) ,7) مورد بررسی قرار گرفت. اگر در روابط بخش قبل» 


" مارسل ریس (۱۸۸۶-۱۹۶۹) یک ریاضی‌دان مجارستانی است که به خاطر کار روی نظریه اعداه‌نظریه پتانسیل.معادلات با 


مشتقات جزئی. میانگین ریس و تبدیل ریس مشهور است. او بیشتر عمر خود را در دانشگاه لوند سوئد گذراند. 
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شکل ۴: فرآیند تغییر دیواره برای پتانسیل ریس برای (8) ,015 با 0.75 < 6 


پارامتر 7 به عنوان زمان در نظر گرفته شود تابع (0)7 را می‌توان زمان انتقال‌یافته دانست. اما وجود دو محور 
زمان در این رابطه به چه معنی خواهد بود؟ 

برای پاسخ به این سوال نیاز است که برخی از تعبیرهای موجود در مورد زمان بررسی شود. در حال حاضر 
تصور ما از محور زمان» یک محور بی‌کران است که به بخش‌های مساوی تقسیم شده‌است (شکل ۵ ) [۱۲]. 
سوال این است که آیا تمام اين قسمت‌ها با یکدیگر مساوی هستند؟ 

بدیهی است که قابلیت اندازه‌گیری و مقایسه دو بخش یا قسمت از هر کمیت فیزیکی, زمانی میسر خواهد 
بود که هر دو بخش به طور همزمان در اختیار باشد. به عبارت دیگر در یک مکان و یک زمان بتوان آن‌ها را 
با یک معیار ثابت اندازگیری کرد و يا با کنار هم قراردادن اين دو بخش آن‌ها را با هم مقایسه کرد و تساوی 
آن‌ها را پروسی تبودد. با این استقاط ازمساوغ بودن دو کست» قسمت‌های مخور زمان ( تشسیمات مانی 
محور نیمه بی‌کران) قابل مقایسه نخواهند بود چرا که این بخش‌ها تنها به صورت دنباله‌وار و پشت سر هم در 
اختیار ما هستند. به‌راستی چگونه می‌توان تقسیمات زمان را اندازه‌گیری کرد؟ 
۱ ۱ ۱ ۱ 
۱ ۱ 


۱ ۱ ۱ 
» 
۱ ۱ ۱ 
0 1 2 3 4 5 6 7 


محور زمانی که اکنون برای ما به عنوان یک محور بدیهی بوده و تمام روابط و معادلات بر اساس آن آنالیز و 
تحلیل می‌شود (شکل ۵) تنها با مشاهده برخی رویدادهاء که حادث شدن آن‌ها به طور منظم و تکراری فرض 


تعبیر فیزیکی و هندسی ۳۱ 
شیم اسان یه اس کی ای اه مه نی کی ما سا نک وراد شا 
است» هر پدیده‌ی تکراری در هر کجا که اتفاق بیفتد و قابل شمارش باشد در حقیقت یک اندازه از زمان در 
اختیار می‌گذارد. ساعت در واقع رویداد تیک را تکرار می‌کند وبا شمارش این تیک‌ها, آن‌ها را ساعت. دقیقه 
و ثانیه و ... می‌نامیم. اما به واقع قادر نیستیم زمان مطلق بین دو تیک را مقایسه کنیم و نمی‌توان با قطعیت 
اعلام داشت که زمان بین دو تیک متوالی با یکدیگر برابر بوده است*. مفهوم ناهمگن بودن زمان» در شکل ۶ 
نمایش داده شده است. این زمان مطلق را زمان می‌نامند. برای درک بیشتر فرض کنید شخص ۸۷ در متحرکی 
نشسته است و دو وسیله انداز‌گیری در اختیار دارد که یکی از آن‌ها یک سرعت‌سنج متحرک و دیگری یک 
ساعت است که زمان آن در حال کند شدن است. یعنی در این ساعت تفاوت بین هر دو بخش زمانی متوالی 
(هر دو تیک متوالی). دو برابر بخش زمانی قبل از آن خواهد بود (جدول ۱). 
گكِ ۱ س ۳ 


0 3 4 2 6 1 


شکل ۶: محور زمان ناهمگن (زمان کیهانی) 


شخص ۸۷ مقادیر سرعت نشان داده‌شده بر روی سرعت‌سنج را در هر ثانیه قرائت می‌کند» بدون آنکه از 
کق نیاق طی سای کاوباشت: 

با استفاده از دو مجموعه داده» که یک مجموعه از آن‌ها داده‌های سرعت خودرو و دیگری زمان‌های قرانت 
شدن سرعت می‌باشد» شخص ۸۷ می‌تواند مسافت پیموده شده را تخمین بزند. نتایج مشاهدات این آزمایش 
و مات بر اساس داده‌های ستون اول و سوم جدول, که توسط شخص ۷ به ترتیب فوق‌الذکر 


جدول ۱ نات ثست شله:تا اسفاده از ساغشت 


زمان محاسبه شدهٌ شخص ۸۷ | زمان محاسبه شدهٌ شخص ۵) | سرعت محاسبه شدهٌ شخص 1۷ 
0 0 10 
1 1 11 
2 : 12 
ل 7 13 
4 15 12 
5 31 11 
60 03 10 
1 12 9 


۱ععمعصع0 .0 
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یادداشت شده استه می‌توان مسافت طی‌شده را محاسبه کرد: 
۳-۹ ۰ << 1 10 4 1 11 + ۶1« 12 + 71 13 + ۶1« 12 + 7۶1 11 41 1*< 10 <- مرو 


با این حال اگر یک شاهد 0 از کند شدن زمان ساعت شخص ۸۷ آ گاه باشد و او مسافت طی شده را محاسبه 
کند مسافت طی شده واقعی توسط شخص ۸۷ طبق رابطه (۱۴.۰۲) خواهد بود: 


(۱۴۰۲) .136870 < 10<*64 +۷324 11 +16 *< 12 +8 < 13 +44 127 11*24 +1071 < و5 


اکنون با فهم دقیق صورت مساله» در ادامه سعی خواهد شد اين مساله به مفهوم فیزیکی عملگرهای مرتبه کسری 
به ویژه مشتق کسری ریمان-لیوویل پیوند داده شود. بیان ریاضی مساله فوق به این ترتیب می‌باشد: 

فرض کنید شخص ۸۷ با دو وسیله اندازه‌گیری (ساعت و سرعت سنج) در داخل اتومبیلی نشسته است و در 
حال حرکت. داده برداری از زمان و سرعت حرکت در هر ثانیه را انجام می‌دهد. اما ساعت وی زمان ۳ 
و درستی را به او نشان نمی‌دهد. اگر 7 زمان نادرست و (1)7 سرعت حرکت اندازه‌گیری شده توسط شخص 
۷ باشد. با توجه به نادرست بودن زمان این شخص مسافت طی شده توسط اتومبیل از لحظه شروع حرکت 
(مبدا زمان) تا لحظه ۰7 را از رابطه (۱۵۰۲) محاسبه خواهد کرد: 


(۱۵۰۲) ۲ (۲)1ر 


ازج فرضن کید که ونان دوست ام بط شتخص 6 مخاسته شدهی ام شخ از رانظه نم زمان: دورست: 1 
و مان تاورسشت۳ که صورت: | ۶ آ زک ۲ ماش | گاهاشت: ابوایع قیخص ۷ نازهای مان تاوزست 
7 را محاسبه می‌کند در حالیکه بازه زمانی درست (0)7 <- 7 خواهد بود. پس شخص . مسافت طی 
شده حقیقی توسط اتومبیل را با استفاده از داده‌های سرعت‌سنج شخص ۷ از رابطه زیر محاسبه خواهد کرد: 


(۱۶۰۲) 7(00)۳(۰) ۲۷ / 7(0) ۷ / (1)ن 
با توجه به مطالبی که در مورد مفهوم هندسی انتگرال مرتبه کسری بیان شد. می‌توان چنین نتیجه گرفت 
۱۷) ۷۳۲۸ - ۲49 | - (ادا 


بنابراین انتگرال مرتبه کسری تابع سرعت (1/)4 یک متحرک. در حالتی که رابطه بین زمان محلی 7 و زمان 
واقعی ۰7 توسط تابع (9,)۳ < 7 قابل بیان باشد. به مفهوم مسافت واقعی طی شده توسط آن متحرک 
خواهد بود. مسافت واقعی طی شده توسط یک متحرک» با استفاده از رابطه () 072۳۲۷ تِ (1)و1 قابل بیان 


دق کر ان هقی ۳۳ 
است. بنابراین می‌توان چنین نتیجه گرفت 


(۱۸.۷) )0ص - )۷ 


)ادا تایه امس 


۱۰۰0 )ما - ۷۱۵ 


با ادغام دو رابطه (۱۷۰۳) و (۱۹۰۲) می‌توان نتیجه گرفت 


0 


۲۰۰0) (۳۷ط - 1۷0۵و - 


1/0)0( 


بنابراین» مشتق مرتبه (0 - 1) تابع سرعت محلی یک متحرک ((1/)7). با زمان محلی 7 و زمان واقعی 
(9,)7 برابر با سرعت واقعی این متحرک. از دید یک ناظر خارجی خواهد بود. 


۲ تعبیر فیزیکی مشتق کسری کاپوتو. با به‌کاربردن انتگرال کسری از مرتبه 0 - 1 < 7 در دو طرف 
رابطه (۰)۲۰۰۲ داریم 


(6200)0 < (0)م4؟ و < (۷۵0* له < (۲ 


یم( وه کی اسان اس فیس کم سناسا راما امه اج 
انطباق وقتی واضح‌تر می‌شود که 0 - (۰/)0 در این صورت مشتق ریمان-لیوویل و مشتق کاپوتو از مرتبه 4 
(1 6 ۴ 0( برابرند 

( ره < () 1127 


۳ نتیجه‌گیری 


مطالب ارائه شده در این مقاله می‌تواند در شفاف‌سازی پیرآمون تعبیر فیزیکی و هندسی مشتق و انتگرال‌گیری 
کسری سودمند باشد. از آن‌جایی که مشتق و انتگرال‌گیری با مرتبهُ یک عدد صحیح تعبیرهای فیزیکی و هندسی 
روشنی دارد» این انتظار برای زمانی که مرتبةٌ مشتق عدد صحیح نباشد یک انتظار به‌جا به شمار می‌رود. از 
این رو ارائة تعبیرهای فیزیکی و هندسی برای مشتق‌ها و انتگرال‌گیری‌های کسری می‌تواند منجر به ایجاد درک 
بهتر نسبت به حسابان کسری شود. 
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